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Avant-propos

Nous avons enseigné la mécanique des milieux continus pendant deux
décennies a 'EPFL et nous avons pu tester de nombreux exercises pour
illustrer cette matiere. Cependant leur résolution est restée dans nos
tiroirs.

Nous avons décidé de publier ces solutions afin d’aider au maximum
la compréhension du cours et la maitrise des concepts. On constatera
que ces solutions sont parfois simples & mettre en oeuvre. D’autres plus
élaborées nécessitent un développement plus long et plus ardu.

Nous nous réfererons aux équations du livre “Mécanique des milieux
continus : une introduction” publié aux PPUR, en faisant précéder leur
numéro par le caractere gras L pour Livre. Le solutionnaire a sa propre
numérotation.
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CHAPITRE 1

Tenseurs cartésiens

Solution 1.1
Par les relations (L1.52) et (L1.15), on a

/ — . . e — . . —_—
6pq = CpiCqj0ij = CpjCqj = Opq -

Solution 1.2

Par les propriétés du symbole de Kronecker, il vient

03j0ik 0k = 611011011 + 022022022 + 033033033 =
—141+1
=3.
On peut aussi démontrer la relation comme ceci

8ij0ikdjk = 0150ij = 0% =3 .

Solution 1.3
Pour la premieére relation, on a
EijkUiU; = €123UTUL + €231U2U3 + €312U3UL
+ €132uru3 + €321u3U2 + €213u2u; = 0 .
Pour la seconde relation, comme
(51']' 7& 0 si e :j
Eijk:O Sii:j,

il en résulte que
5,-jsijk =0.
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Solution 1.4
Soit & démontrer la relation
tx (uxv)=(t-v)u—(t-u)v.
Par la définition du produit vectoriel (L1.31), on a
(U X V) = EprmWom -
Donc le premier membre de (1.1) donne
(t x (u xv)); = €ijitj (EpmWVm) = €ijkEkimt; WVm -
Par (L1.30), on sait que
€ijkEkim = 0i10jm — Oimji -
Combinant (1.2) et (L1.30), on obtient successivement
ijkEkimljWVm = (8510 jm — Oim0j1)tjuivm
= 0i10jmtjwVm — dimdjitjuvm
= UilmUm — VitjU;
={t-v)u—(t-uv.

Solution 1.5
Notons que
(@ x b);, =¢ejjrazby et (cxd); = emncmdn
Donc on écrit
((axb) x (¢ xd)), =eri(€ijra;br)(Etmncmdn) -
Notons que &,;; = € = €1i- En conséquence

Elri (gijkajbk) (Elmncmdn) = Elriglmneijkajbkcmdn

Utilisant I'identité (L1.30), e1i€imn = Orm0in — Orndim, on obtient

Eril(gijkajbk)(glmncmdn) = (57"7715171 - 5rn5im)€ijkajbkcmdn

(1.1)

(1.2)

= Eijk6rm5inajbkcmdn - gijk(srnéimajbkcmdn

= Eijkajbchdi — aijkajbkcidr

= gjribrdiajc, — €jpibrciajdy

=(a-(bxd)c —(a-(bxe))d, .

Finalement

(axb)x(exd)=(a-(bxd)c—(a-(bxc))d.
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Solution 1.6
Identité (L1.230)

=—-a-(Vxb)+(Vxa)-b.

Identité (L1.231)
Par définition, I'expression (a - V)b sous forme indicée s’écrit

ob;
((a-V)b) =05t
Avec la définition (L1.177) du rotationnel, on a
by,
(V X b)l = (I‘Ot b)l = Eijk%j .
Par conséquent,
0b
(a X (V X b))m = €mm8ijkan87m]; .

Avec (L1.30), on a
Emni€ijk = €imn&ijk — 5m]5nk: - (5mk5n] .

Le troisieme terme du membre de droite de (L1.231) devient

0b
(@ X (VX b)) = (6mjOnk — 5mk5nj)anaf’f
Lj
B by, by,
= 5mj Onkan al‘j 5mk5n] Qn axj
Obe _ Obm
- k(‘):cm J 8.Ij .
En conséquence, il vient
a%+b%+a %—a-%—l—b %_b% =a %+b %
](91‘]' ]81‘]’ "8901 Jaxj " 8%’2 ]ij N n@mz TL@JJZ
O(anby,
_ b)), .

8:@-
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Identité (L1.232)
Le membre de droite de (L1.232) s’écrit

bj% _ aj@ +ai% _ i% _ O(aibj)  9(abi)
(%:j 8$]‘ 8xj &Uj E)xj 8:6]‘
Celui de gauche donne
8(51- -ka*bk) 8(a'bk)
Emni# = 5mni5ijk67;n

Par (L1.30), on a
Emni€ijk = €imnijk = 6mj6nk - 5mk5n] .

La relation (1.3) devient

. L O(ajbg)  O(ambn)  O(anbm)
(5m]6nk 5mk5n]) Oan = oz, B, .

Identité (L1.233)
Il vient successivement
0 0b; Oa;
—(a;b;) = a;—L + b; —
afL‘j (a J) “ aJTj + ]afL‘j
=adivb+ (Va)b .

Solution 1.7

Identité (L1.234)

On écrit successivement

d(Pay)
(rot(®a)), = aijij

0P Oay,
= A —_— A @
Eijk ij ag + Eijk 8$j
=Vdxa+ Prota

=—-—axVd+Prota .
Identité (L1.235)

On a
8(19%
(V(@a)), = 5
8a¢ 3<I>
=0, T ion,

=®dVa+ax V.
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Identité (L1.236)

La composante j du gradient de ® donne

0P
(V®); = o2,

Deés lors

(V* (Vo) = 82;:@ (gi) = ;;j (%) = (V(V?®)), .

Donc

V3(VO) =V (VD) .
Identité (L1.237)

La composante [ du vecteur formé par le premier membre est telle
que

0 %a ok Ja
2 S (R k S “Ck
(Vx (v a))l B <€”k8xj <8xm8xm>)l <€”k8mm8:€m <8xj>>l

82 8ak 2
= (Ggmy (o)), = (9 ),

Identité (L1.238)
Premiere égalité sous forme indicielle

(Aa), = 0%ay, ) (

8ak

x0T, - 0T \ OTm,

)= (V- (Va))

Seconde égalité

Oay,
(V xa); = f:‘ijkach
B 6 Oak _ 82ak
(V % (V X a))l = glmz% <61]k3$]~> = €lmz€zgkm .

Notons que par (L1.30), on a
Elmi€ijk = EilmEijk = 01j0mk — OlkOm; -
En conséquence, il vient

62ak aQGk
Elmi€ ik 8[17771813] ( lj k Ik ]) a$m8xj
82% 82(Lk

= 0tj0mi Ormdz; mj 0%y, 0x;
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et donc

82am . 8201
(9:1:m(9xl (%ja:rj

0 (9dapn, 0%aq; 0
oxy <8a:m> Ox;j0x;  Ox (V-a) al
=(V(V-a)- Vza)l .

(V x (V x a)), =

Cette derniere relation est valable pour chaque composante de la fonction

vectorielle a
Aa=V(V-a)—rotrota.

Solution 1.8

Identité (L1.239)
La composante i du vecteur du premier membre est telle que

Oa;
(V(a-x)); = <agj j + ajf%j)

= <g§:1’j +ai> = (a—i— (Va)Ta:>i .

Donc
V(e z)=a+ (Va) .

Identité (L1.240)

Le laplacien s’écrit

V% (a-x)

O*(aix;) 0 (8(@@)) |

Ox; 8:cj

- 8£Cj8.fcj - (9:13]'

En développant, on a

0 (0w _ 0 (D O\ _ D (D o
al'j 8xj - (9$j al'j ! Zaxj - Ba:j 8.73]‘ ! v

_ Qa | Oaidwi o Oai
N 69@8:@- ! ax]’ 8.1‘]' K a$j
82% 8&1' aai 82ai 8ai
= it 50 +0ijo— = i+25—0i;
a$jaﬂfjx +8SU]' ]+ ]axj 8xj8:cjx + 856]' J

= (VZa)i + 2(div a); .

Donc
Vi(a -z)=2diva+x- (V2a) .
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Identité (L1.241)

Le laplacien s’écrit

(V2(<I>a:))i:82(q>xi)_ 9 (8@’%’)) 0 <8c1> »+<I>8xi)

8:vj8:1:j - 87.73] 8.73j - 87.%’] (Tl’sz axj
N altjal'jwl 3.%'j K 821?]' v 81‘jal‘jxl (9.28@ '

Donc

(V2 (D)), = (@V°®); +2(Ve);

i
V2 (dz) = 2V + V2D .
Solution 1.9
On écrit par (L1.52)
Li; = e} Le; =
= (cirer) - L(cjie)) =
= circjiey - Ley =
= cirCji Ly .
De plus, par (L1.15)
CikCil = Ok -
11 vient
tr(L') = Lj;
= ciCitLii
= g1 L
= Lk
=tr(L) .

Solution (1.10)
Identité (L1.69)

w-LTv = u; (LT)Z.m U, = Ui LV = Liiuivy, = (Lu - v)
w-LTv = u; (LT)Z.m U = Wi LimiVm = Um Lmiu; = (v - Lu) .

Identité (L1.71)
Par la définition du produit intérieur de deux tenseurs, on obtient

(@®b)L);; = (@ ®b)y, Lij = aibyLy; = a; (L), b, = (a ® L")

ij "
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Solution 1.11

ILi(L) =Ly + Lag+ Lag =trL .

I5(L) = L11Lag — La1 Lo + Laa L3 — LogLas + L11Lss — Li3L3; =

= (L11Loa + LooL3s + L11L33) — (Lo1L12 + LozL3g + Li3L31) =

1 1
= 5L+ L2 + Ls3)® — §(L%1 + L3y + L33)]
— (L21L12 + LogL3ag + LigL31) =

1
= §(L11 + Loy + L33)?

1
—iuﬁyH@2+L%+2LﬂLm+2L%LM+QLBLM):

1 1
=§WLF*§@NLD)
= S((rL) ~ (tr(LL)))

1
= 5 (Liiljj — LijLji) -

L1 Lo Ly
Ig(L) = det L21 L22 L23 = 5ijkL’ile2Lk:3 = det L .
L3y L3z Lss

Solution 1.12
Avec la définition (L1.159), on trouve
V(Ajrzjee) = AjrV (zjr)
= Ajk(kaxj + $jVIk)
= Ajk(xk&J + $]5zk)
= Azkl‘k + A]‘Z’J?j
= (Aij + Aji)xjei .

Solution 1.13

On décompose le tenseur D;; en la somme d'un tenseur symétrique

et d’un tenseur antisymétrique. Soit

D;; = D + Djj

avec les relations
S S
Dij = Dji



Tenseurs cartésiens 9

et
A A
Dij = —Dji .

Des lors, on calcule

Djjxix; = (Dzs; + Dé}‘)xz’xj

S A

On utilise le fait que le produit scalaire du tenseur antisymétrique Df}
et du tenseur symétrique z;x; est nul (cfr. exemple L1.7) pour obtenir

— DS g
Dijxixj = DijZEll‘J .

Solution 1.14

Puisque Q est orthogonal, la relation (L1.92) donne
Qu - Quv=u-v.
Par (L1.69), on a
Lu-v=u-LTv=v-Lu .
En combinant ces deux dernieres relations, il vient

Qu-Qu=u-QTQuv=u-v

et donc
R'Q=1.
Comme
Q7Q"QQ" =Q'IQ" =@ "qQ"
on conclut

QR =1I.
Multipliant & gauche et & droite cette équation par Q~!, on écrit
Q'QQ ' =1Q!

et conséquemment

QT:Q—I )
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Solution 1.15

Le tenseur antisymétrique L” a pour matrice la forme suivante

0 —Wws3 w2
[LA] == w3 0 —Ww1
—Ww?2 w1 0

Le premier invariant est la somme des éléments diagonaux (cf. (L1.121))
L =0.

On obtient facilement
I =wi 4wl +wi

et
Is=0.

L’équation caractéristique (L1.120) donne
M4 (W Fwi+w)Ad=0

ou encore
(>\2 + (w% + w% +w§)))\ =0.

Les valeurs propres en sont les racines. On a

A1=0

A2g = tiy/w? +wi + w3 .

Le systeme (L1.111) produit les équations

et

0 —wsng + wonz =0

wsni +0—wing =0.

On en tire
ng  wo
ng  ws
ny wy
ng  ws

Le vecteur n est unitaire

2 2 2
ni+ny+n3=1.
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$(E) G )

On trouve

Finalement, on a

ny = wi
ng = W2
ng = ws .

Solution 1.16
Avec (L1.123), on calcule
T ' - LT*T '+ LTT ' - LIT ' =T - LT+ LI-LT '=0
Avec (L1.139) et (L1.140), on a
L=f(T) =gl + 1T + oo LT — LI + I3T7) =
= (po — palo)I + (o1 + 921))T + o2 [T
Posant
ag = @o — p2l2

a1 = @1+ p2lq
ag = pal3

on obtient la relation (L1.245).

Solution 1.17
Par (L1.109) et (L1.59), on a successivement

LLnl- = )\Z-an-
L3n; = N Ln; = \n; .

Chaque terme de I’équation caractéristique peut étre récrit en utilisant
les relations précédentes

)\fnz = L3n,~
~I1\n; = — L*n;
LAn; = ILbLn;
—Isn; = —I3In; .
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Il vient consécutivement
)\?’I’Li — Il)\?’l’bi + IQ)\ini — Ig’ni = L3ni — 11L2’ni + IQL’I’LZ‘ — I3I’n,i
(AN — AP+ LA — I3)n; = (LP — [LL* + LL — I31)n; .

Donc on a
L - NI+ LL-15I1=0.

Solution 1.18
Soit la matrice [A] d’ordre 3 telle que

a1l a2 a3
[A]=| an a2 a3 | . (1.4)
aszr agzz2 a3
Son déterminant est le scalaire donné par la relation
det[A] = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21032
— 13022031 — 411423432 — A12G21033

1) Le produit &;x€1mn i@ jmak, engendre 36 termes non nuls (parmi les
81 possibles) qu’on peut grouper en six expressions indépendantes
comme celles ci-avant. Donc 1’équation

det[A] = égz‘jkglmnailajmakn
est le déterminant de [A].
2) Par définition, la matrice inverse de [A] est
_ M]T
det[A] ’

ott [M]7 est la transposée de la matrice cofacteur de [A] avec det[A] #
0. Pour la matrice [A] donnée par (1.4) la matrice cofacteur a les
éléments suivants

— 141 | @22 G23 _ 142 | @21 a23
My = (—1) My = (—1)
asz ass agz1p ass

(A~ (1.5)

a a a a
M13 — (_1)1+3 21 22 M21 _ (_1)2+1 12 13

asy  as2 azz ass
— 242 | 411 413 _ 243 | @11 a2

My = (—1) Mss = (—1)
agr as3 asr a2
— 3+1| d12 a13 _ 342| @11 @13

M3 = (—1) Mso = (—1)
a2 a93 a1 azs

_ 343 | Q11 @12
Mss = (—1)
a21 G22
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On peut écrire

[M] =
(622033 - G23a32) —(a21a33 - a23a31) (a21a32 - a22a31)
—(a12a33 — a13a32)  (ar1asz —aizaz1) —(arase — a12a31)
(a12a23 — a13a22)  —(a11a23 —aizaz1) (a11a22 — a12a21)

Ces éléments s’expriment en notation indicée en utilisant le symbole
de permutation

1

M;; = S EikIE jmnkmin -

On peut vérifier facilement que I'expression €€ jmn produit seule-
ment quatre termes non nuls ou deux termes qui apparaissent deux
fois. Ceci rend nécessaire le facteur un demi dans la relation. Par
exemple

M3 = €123€312a21a32 + £123€321022031
+ €132€312031022 + £132€321032021

= 2(ag1a32 — axeasz) .

La transposée de la matrice cofacteur [M] s’appelle I’adjointe de [A].
On l'exprime ainsi

1

([M]T)ij = 5EskiCimnAkmin - (1.6)

En utilisant (1.6) dans (1.5), on obtient sous forme indicée les élé-
ments de la matrice inverse

1

71 —_— — . .
([A] )ij = 2det[A] EjklEimnGrmAln -
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Solution 1.19

Une suite de manipulations algébriques conduit au résultat

2 _P(fg) | P(fg9)  PP(fg)
Vifg) = Bx% + (9.1‘% + (%U?,, N

_0<3(fg)>+3(0(fg)>+8(0(fg)>_
N 8{[:1 81‘1 aibz 8:132 81'3 8{[:3 N
_a (of o9\ . 0 (0f dg
—ax1<am9+fax1>+a@<ax2g+fax2>

o (of o9\
+ 83:3 <6x39+f8x3> N

_O*f . 0f 89 . Of 09 = 9%

= 027" 9z 001 T 0wy 0my T2’
o’f  of 99  Of 99 9%g

9237 " Dy 0ws | O Oy T 023

O*f Of dg | Of o9 D9,
T 9229 " Oy s T Oy 0w " 0a2)

0%f  O%f O°f 0%g 0%¢ 0%
~ (ot o) 7+ (G T b+ 01
0f D9 08 Dy ,0f By

2 e 0y 20wy 0y | 205 O

= fV3g+gVif+2Vf-Vyg.

_.I_




CHAPITRE 2

Cinématique des milieux

continus

Solution 2.1
Avec la relation (L2.8), on écrit
1
U(X,t) =x—X = —§X161

et par (L2.9), on a
u(x,t) = —zr1€71 .

Solution 2.2
Par (L2.133), on a
1= X1 +kXo T9 = Xo z3 = X3 .
Se rappelant la définition du tenseur du gradient de déformation (L2.67)

- 0X;

Fij
on calcule successivement

1
F=1]0
0

O = oI
= o o

le tenseur de déformation de Cauchy-Green droit

100 1 k 0O 1 k0
C=FTF=| %k 1 0 010 ]|=|% kK241 0
0 0 1 00 1 0 0 1
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le tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche

1 k£ 0 1 00 14k k 0
c=FF'=[01 0 E1 0 |= k10
0 0 1 0 01 0 0 1
le tenseur de déformation de Green-Lagrange
1 1 0 k£ O
0O 0 O
le tenseur de déformation d’Euler-Almansi
1
ezi(I—c_l)
cl=FTF!
1 -k 0
F'=10 1 0
0 0 1
1 0 O
FT=| -k 10
0 01
1 -k 0
c'=FTF'=| -k k241 0
0 0 1
1 0O k£ O
ezi E —k* 0
0O 0 O

On détaille ci-apres le calcul de F~! par la méthode de 1’adjointe et des
cofacteurs A
Ajj = (1) M

2|t 0
A =(-1) 0 1 =1
a0
A22_( 1) 0 1 =1
_ 6| R
A33_( ]') 0 1 =1
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— O 2 — — O
0 < 0
— — —
— — —
L 4L 4L

Il Il Il
) — N
N o ™
< < <

=1

010

co o OO
o~ o L_mlo
2
_I._O — O O
(
I I
< =

|M| =

x — O

Solution 2.3
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Comme 5
Ly
Fij =
70X
on obtient avec (L2.130)
m 0 0
F = 0 m O
0 0 m

le tenseur de déformation de Cauchy-Green droit

m 0 0 m 0 O m2 0 0
C=F'F=| 0 m 0 0m 0 |= 0 m2 o0
0O 0 m 0 0 m 0 0 m?2

On remarque que C = ¢ puisque les tenseurs F' et FT sont diagonaux.
le tenseur de déformation de Green-Lagrange
m? —1 0 0
1 1 9
E:§(C’—I):§ 0 m* —1 0
0 0 m?—1

I'inverse du tenseur de déformation de Cauchy-Green gauche

m—2 0 0
cl=FTF 1= 0 m2 0
0 0 m=2

le tenseur de déformation d’Euler-Almansi

1 1 1—m2 0 0
e:§(I—C’1):§ 0 1—m™2 0
0 0 1—m2

Solution 2.4

1) La trajectoire s’obtient comme la courbe dans l'espace qui décrit
les positions successives & d’une particule X avec le temps ¢. On
élimine la variable ¢ dans la relation & = x (X, t) de maniére a obtenir
un systeme d’équations implicites liant les positions x;. On trouve
facilement

2 2
1 — X4 z9 — Xo B 9 t X,
( - > + ( 7 ) = cos 27T(T 7 )
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La trajectoire d’une particule de coordonnées matérielles X1, Xs, X3
données est située dans le plan x3 = X3. Dans ce plan, la trajectoire
est une ellipse dont le centre est au point de coordonnées X1, Xs, X3
et dont les axes principaux sont orientés dans les directions e; et es
et ont 2a et 2b pour longueur respective.

2) Comme le mouvement est en description lagrangienne, on trouve les
composantes de vitesse et d’accélération par la dérivée partielle par
rapport au temps avec les X; constants, fixés. Il vient

ory 2ra t Xi
Vl = W X; = —TSIH 27'('(? — f)
A 27h t X
VQ = W X; = TCOS 271'(? - f)
a$3
Vi = =0
3= o 1%
oy Ar2q t X
Al:ﬁ Xj = — T2 COS27T(T—T)
A% 472 t X1
A2 =y by = =g sin 2z =)
Vs
Asg = =0.
3= o 1
3) Le tenseur du gradient de déformation est obtenu par la relation
Fi; = 3X .On a
1+ 2%sin 27(L —31) 0 0
[F] = 226 cos 277(% — %) 10
0 01
En représentation lagrangienne, on écrit D F = 8@ i | x, - La matrice
[F] donne
‘ 4};Ta cos 2m(& —31) 0 0
Fl= | fHesinen(h -4 0 0
0 00
4) En utilisant la relation (L2.179), F = LF, on a L = FF~!. Comme
d'une part, det(F) = 1+ 2I%sin 2m (4 — %) et que d’autre part,
I’adjointe de [F] s’écrit en posant 2m(% — %) =arg
1 0 0
adj[F] = [ 2P cosarg 1+ Z%sinarg 0 ,

0 0 1+27rT“sina7“g
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on obtient
1
1427¢ gin 271'(%7%) 0 0
X
F1=_1__qdilF] = 2T7Tbcos 2#(%771)
[ ] det(F) J[ ] 1+ 272 sin QW(%_%) Lo
0 0 1
On trouve donc
4712 cos 2#(%—% 00
LT+27aT sin 27r(%—%)
[L] = 4Am2bsin 27 (L — 1) 0 0
LT+42maT sin 2#(%—%)
0 0 0

5) Les tenseurs d et w sont respectivement les parties symétrique et
antisymétrique de L, cf. (L2.184). Il vient

472q cos 271'(%—%) 2m2bsin Qw(%—%) 0
LT+2raT sin 2n(%—>1)  LT+2maT sin 2m(L— L)
[d] = 272bsin 277(%—%) 0 0
LT+2naT sin 27 (% — 1)
0 0 0

et

—272bsin 27 (%~ 1)

0 0
LT+27aT sin 2#(%7%)
. . X
[w] = 2n2bsin 2m(&—F) 0 0
LT+2maT sin 2m(L— 1)
0 0 0

Pour calculer les composantes du vecteur tourbillon, on fait appel a
la relation (L2.187).

0 =0

Qs =0
: . 212bsin 2w (L — X1
Q3 =wa = (r =)

LT + 2mwaT sin 27r(% — %) ‘

Solution 2.5

1) Avec la définition de tenseur du gradient de déformation (L2.67), on
calcule

O 1 a O
Fij = BXl =[a 10
J 0 0 1
Comme le tenseur F' est indépendant de X, la déformation est ho-
mogene. Puisque det F' # 1, cette déformation n’est pas isochore,
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comme on le verra au chapitre 3, (cf. (L3.38)). Pour que la trans-
formation soit inversible, il faut respecter les inégalités (L2.69). Ceci
implique que —1 < a < +1.

2) On calcule successivement :
le tenseur de déformation de Cauchy-Green droit

1+ a2 2a 0
C=F'F= 2¢ 1+4+a%2 0
0 0 1

le tenseur de déformation de Green-Lagrange

2

1 S a 0
E = 5(C D= a % o0
0 0 O
le gradient du vecteur déplacement
0 a O
Vu=F —-1= a 0 0
0 0O
le tenseur de déformation infinitésimale
0 a O
1 T
€= §(Vu +Vu )= a 0 0
0 00
Avec ’hypothese
a<<l1
les tenseurs C, E, e deviennent
1+a®> 2a 0 1 2a 0
C= 2 1+a®> 0 |~| 22 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 a O
E = §(C —I)=|a 0 0 |=€.
0 0O

3) Les vecteurs propres unitaires de C sont donnés par la relation
(L2.110). Exprimons les vecteurs orientés suivant la direction x3 et
les diagonales AH et DFE. On a

Al = a(x1 + x2)
Ay = f(x1 — x2)
A3 = YI3 .
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Par (L2.120), on a
CA;, = A, (sans sommation sur 7)

et donc, on évalue successivement

1+a? 2a 0 « «Q
CA, = 2a 1+a®> 0 a | =10+a)?| «
0 0 1 0 0
= (1 + CL)2A1
1+ a? 2¢ 0 15} 153
CA; = 26 1+4+a®> 0 -8 |=0-a?| -p
0 0 1 0 0
= (1 — a)2A2
1+a®> 2a 0 0 0
CA;z = 2¢ 1+da®> 0 0 |=(0]=A;5.
0 0 1 0% vy

Les valeurs propres de C' sont

A= (1+a)
A= (1-a)?
M=1

Par la représentation spectrale de C', on écrit

C = A?(Az ® A;) = )\%(A1 ® Ap) + )\%(AQ ® Ag) + )\%(Ag ® As)

On a
« « a? a?2 0 % % 0
AIA =] a ||l a =] a2 &2 0 | = % % 0
0 0 0O 0 O 0 0 0
8 8 B 5 0 !
A0Ar=| B |of B |=| -8 B 0]|=| —
0 0 0 0O O 0
0 0 00 O 0 00
As® As = 0 |®| O =10 0 O =10 0 O
v v 0 0 ~? 001

[eB I
N[ =

o O O
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On vérifie
Oé2 052 0 52 _52 0
[Cl=(1+a)?x| a® &®> 0 | +1—-a)*x| —-B%2 B* 0O
0O 0 0 0 0 0
0 0 O
+1x 0 0 O =
0 0 o2
1 1 1 1
. (11 R
0 0 O 0 0O O
000 14a®> 22 0
+ 1 x 0 00 = 2a 1+a® 0
0 0 1 0 0 1

Par (L.2.109), on calcule facilement

0

0 | =[F].
1

4)
R=FU '=FF'=17T.

Solution 2.6

Pour le tenseur de Cauchy-Green droite, on calcule
C=FT'F. C* = FTF*, F* = QF; F*T — FTQT — FTQ"!
C*=F'Q"QF =F'IF=F"F=C.
Pour le tenseur de Green-Lagrange, il vient
2QE=C -1, C*"=C
2E* =2E = E"=E .
Pour le tenseur de Cauchy-Green gauche, on obtient
c=FFT; ¢ = F*FT, F* = QF: F*T = FTQT = FTQ"!
¢ = FFFT — QFFTQT = QcQT .

En conséquence, ¢ est spatialement objectif. Pour le tenseur d’Euler-
Almansi, on vérifie

2" =T-¢c¢"1Q7"=Q, Q"' =Q"
2e*=T—-c"'=QIQ" —Q Tc'Q ' =2QeQ" .
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Solution 2.7
Par (L2.205) et 'orthogonalité de R, on a
F*=QF e R'R=1T.
Par le théoréeme de décomposition polaire (L1.132), on écrit
F=RU=VR; FF=R'U"=V*'R"=QF
R'U* = QRU
R*=QRUU* !,

Cette relation est trivialement vérifiée si on pose R* = QR et U* = U.
Similairement, on a successivement

V'R* =QVR
et donc,
V*=QVRR'!'=QV(RR'QT)=QVvQ’.
Solution 2.8
A Tlaide de (L2.88), (L2.91), (L2.179) et (L2.180), on a
2QE=C -1, C=F"F, F=LF; 2d=L+L" .
Dong, il vient successivement
E=7
C=F'F+F'F=F'LF+F'L"F =F'(L+ L")F = 2FTdF
E=F'dF .
Solution 2.9
Le mouvement décrit par les relations
r1=MX1, x2=XMXs x3=X\X3,
conduit a écrire le tenseur du gradient de déformation défini par (L2.67)

)¢

E;
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comme le tenseur diagonal

A0 0
Fij = 0 X O
0 0 X3
La matrice du tenseur de déformation de Cauchy-Green droite est
A O 0 A 0 0
C]=[F)T[Fl=( 0 X 0 0 X 0
0 0 )\3 0 0 )\3
A0 0
=1 0 X o
0 0 M
et celle du tenseur de déformation de Green-Lagrange est donnée par
. . M-1 0 0
El=5(-Mm=5[ 0 %-1 o0
0 0 -1
Par (L2.88)
Cc=U?
il vient
A0 0
U] = 0 X O
0 0 A3
et donc,
[F] = [U]
[F] = [RU]
et
[R] = [1]

Solution 2.10
Avec (L2.91) et (L2.92), on a
QE=FTF -1 e 2e=I-FTF'.

On multiplie la derniére relation & gauche par F~TFT (= I) et & droite
par FF~! pour obtenir successivement

2e=F T(FI(I-F TFY)F)F!
=F T F'F-FI'FTF'F)F!
=F T F'F-DF!
=2F TEF!.
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Par le théoreme de décomposition polaire, on a
FT=U"R" =UR" .
Par la définition (L2.89), on calcule

c=FF" = RUUR" = RU?R" = RCR" .

Solution 2.11
On se rappelle la relation (L2.108)

UA;, = \A, .
Avec (L2.112) il vient
RUA; =\RA;; FA, = \ib; .
Avec (L2.109)
U= i NA; ®A;,
i=1
on calcule

3 3
RU =Y M([RA)®A; et F=> \b®A,.
=1 =1

Solution 2.12

La relation (L2.157) est donnée par cosyia = 2¢12, ol 712 est 'angle
entre deux vecteurs initialement (avant déformation) orthogonaux. Les
variables ¢;; sont les composantes du tenseur de déformation infinité-
simale. Les composantes des vecteurs avant et apres le mouvement (ou
déformation) sont données par les relations suivantes en se référant a la
figure 2.1

dX : (Xm,0,0) — dx : (dxl,dxg,d(ﬂg) (2.1)
dY :(0,dY3,0) — dy : (dy1, dyz2,dys) . (2.2)

Selon le mouvement du corps, on a d’apres (L2.8)

dz; = dU; +dX; . (2.3)
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X, x,
R
X

e, R,
X

O
(2 X1’ X,

€3

X, x

3 3

Figure 2.1 Modification des angles entre deux vecteurs.

On remplace dU; par 'expression suivante (voir p. 90 du livre)
dU; = €;;d X + w;jd X .

Pour simplifier les calculs, on fait I’hypotheése que les rotations infi-
nitésimales sont nulles. Donc

wij = 0= dU; = g;;dX; .

La relation (2.3) devient en tenant compte de (2.1)

dr; = dX; + e;dX; = (65 + £5;) dX; = (61 + en1) dX,
et donc

dr1 = (1+¢e11)dXy, dxe =e0dXy, drs=e3dX; .
De méme, on a pour le segment dy

dy; = dY; + £dY; = (3 + £53) Y} = (5ia + £12) dYa

et donc

dyy = e12dYa2, dys = (1 +¢e22)dYs, dys =e32dY> .
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Par (L2.157), on écrit

dx - dy
||| [|dyll
(I+e11)e12 + (1 4 e22)e21 + €31632
1/2
[(1+e11)2 +e3y +3,]"2 [, + (1 +e20)2 + 3]
€12 T €11€12 + €21 + €21€22 + €31€32

(142 + 200 + 2, +62,]" [e2) + 1 + 62, + 2690 + €2,

cos g =

1/2

]1/2 '

En négligeant les termes d’ordre supérieur a 1 (produits des composantes

€ij) et en tenant compte de la symétrie €;; = €j;, on obtient (L2.157)
de - dy —_ 2e12 ~ 2e12

ldz|l ldyll — [1+ 2e11) /2 [1 + 2e05)/2  (L+e11) (1 +e22)

~ 2e12 (1 —e11) (1 —€22) = 2e12 (1 — €11 — €22 — €11622) ~ 2€12 .

cos g =

On a donc
cosy12 = 2€12

et en conséquence
cosy12 = sin 12 = P12 = 2€12 ,
puisque y12 + 12 = /2.

Solution 2.13

Soit un élément infinitésimal ABCD de cotés dxq dxo donné a la
figure 2.2 (L2.23 dans le livre).

Comme l'angle 6; est petit, on peut faire I’approximation

tan 6y ~ 61
Via la figure 2.2, on trouve
OQug
0, — o1 dl’l
1= d Buld
T+ 9z, 41
et donc
) 8u2
1= 5 -
61’1
Par un raisonnement similaire, on a
6U1
D)
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X, Uy

D

dx,
4
21

xZ ul

0]
X, dx XU

Figure 2.2 Déformation d’un élément infinitésimal.

On sait que

i
91+92=¢12=§—712-

Par conséquent, il vient
cosyi2 = singg =sin(y +62) = 61 + 6 = — + — = 2¢e12 .

Par définition de I'extension relative (L2.153), on peut écrire

A'B'— AB  A'B' —dx;
AB N d.l‘l

€11 =

et
A'D' — AD _ A'D' — dzy

AD daﬁg

€922 =

On tire les relations

2 2
(A'B"? = (dzi(1+¢e11))? = (dwl + (%ldm) + <8u2dx1>

81‘1 8.73'1
ou oup \ 2 Ous \ 2
22 4 9 D =da?(1+222L + (22 o2
d$1(511+ €11 + ) dﬂj‘l( + 8.%‘1 + 81‘1 + aml )
2611%2%

8a:1 '
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On trouve
~ 871,1
€11~ 87m1
et pour (A’D’) on a
-~ 8’11,2
€99 = 87@ .

Solution 2.14

Par la relation (L2.80), dans le cadre des petites déformations, on a

ds® — dS? = 2F;;dX;dX; ~ 2e;dx;dx; .

dri =1,dres =dxs =0
ds®> — dS? = 2511d;1:% =4.103
dS=dr; =1=ds* =1+4.10"% = ds = 1.002
= ds —dS = 1.002 — 1 = 0.002

dro =1,dr1 =dxg =0
ds® — dS? = 2522d$% =4.10"3
dS =dry=1=ds* =1+4.10" = ds = 1.002
= ds —dS =1.002 —1=0.002

2
dl‘lzdl‘Q:l'\g,dSL’g:O

ds® — dS? = 2511dx% + 2822d$§ + 2 - 2e19dx1dx+9

212
:(2-2+2~2+2~2-1)-10_3\2[\2f:6-10_3

dS=1=ds’=1+4+6-10"2 = ds = 1.003
= ds—dS =1.003 — 1 = 0.003

On peut aussi utiliser (L2.153) pour obtenir

_ds—dS

EN S 0.003 = ds — dS = 0.003 - dS = 0.003
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xz q
N
______p_ _______ Q Eaan _9
dxz] P/
0 ’ ?

Figure 2.3 Déformation d’un élément linéaire.

Solution 2.15

31

Soient les longueurs PQ = dS et pq = ds ala figure 2.3. Par (L2.151),

on a
ds? = dS? + 25ijdx,-da:j .

En deux dimensions, on écrit
ds® = dS? + 2611d$% + 2622d$% + deqodxidas .

Cette derniere relation donne

ds® — dS? dx? dz3 dxidxs
TR 2€11@ + 2622@ + 4e19 752
Notons
B ds —dS
EN = ds .

Le premier membre de (2.4) devient

2 a2 2 2 _
ds dS:ds _1:<ds_1+1> _1:<ds dS+

ds? dsS? as as

:(5N+1)2—1:5?V+25N.

(2.4)
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Pour le cas de petite déformation, on admet que
E?V —0.
En se basant sur la figure 2.3, on définit

dxrq

cos = — et sinf=—=".

dS as

(2.6)

(2.7)

En combinant (2.4) et (2.5) et en utilisant (2.6) et (2.7), on arrive a

en = €11 €082 0 + £998in% 0 + 2219 cos Hsin b .

En utilisant des identités trigonométriques

_enntenx | €11 —
2 2

Dans une direction normale a IN, on a

€11 + €22 €11 — €22

£22 cos 20 + 2e158in 26 .

EN+4r/2 = + cos2(m/2 + 0) + 2e19sin2(w/2 + 6)

2 2
€11 t €22 €11 — €22

ENtn/2 = — cos 260 — 219 8in 26 .

2 2



CHAPITRE 3

Dynamique des milieux continus

Solution 3.1

L’incompressibilité (L3.45) exige V - v = 0. Appliquant 9/0z; au
champ de vitesse, on a

8%- A7”3(5ii — 3147’2.%'@'8*70,

o ox;
ox; r6
AT3(5iZ’ — 3147’%%}'%
76
=0

On peut aussi résoudre ’exercice en calculant

o= 4Oy
dive = pre A@xi (wz(xjx]) )

3 3 -
A (51-1-(%%‘) V2= S 2Aaj) 5/2%%')

= A (5“(37]-3:]')3/2 - ng ' 2(%%)5/2%) =0,
car (512 = 3.

Solution 3.2

L’équation de conservation de la masse (L3.53) donne

Dp a’Ui_ 3
Dt—‘pv"”“paxf‘”< ) '

En intégrant depuis l'instant initial ¢ = 0 a I'instant présent, on obtient

P dpl /t dtl
2T —_3 —
PO p’ o 1+
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ce qui donne
P 1
— = 3.1
po  (14+1)3 (3:1)

On calcule les trajectoires liées au champ de vitesse par (L2.35). On a
T

i+

dxi = 'Uidt =

On integre cette relation depuis le temps initial ¢ = 0 jusqu’au temps

actuel
/xi dxg :/t dt’
xo v Jo L+t

ln% =1In(1+1)

Ce qui donne

et donc

x1=X1(14+1), zo = Xo(1+1t), x3 = X3(1 +1)
T1X2X3 = X1X2X3(1 —l—t)g . (32)

Par combinaison de (3.1) et de (3.2), on obtient pzixexs = poX1X2Xs.

Solution 3.3

L’équation d’incompressibilité en coordonnées cylindriques (LA.2)
peut se mettre sous la forme

19(rvy) n 1 0vy n ov,
r Or r 00 0z

On déduit facilement que le champ de vitesse donné est incompressible.

0.

Solution 3.4

1) Avec la matrice [o]

0 Cl‘l 0
[O’] = Cz 0 —Czo
0 —CSL‘Q 0

I’équation d’équilibre statique (L3.126) donne

fr=—015;=0
fa= =035 =-C
f3=—03;;,=C.
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2) Le vecteur normal a la sphere, donnée par la surface f(x;) = 0, au
point P de coordonnées xp = (4,—4,7) est défini par son gradient

Vf(zp)
n(rp) = ————
IV f(zp)|l
1
= (2.%'1, 2:B2, 2%3)T T =
((221)? + (222)% + (223)°)2
1
= (21, 22,23)" =
()2 + (22)? + (23)%)?
=(4,-4,7)7 ! =
(16 + 16 + 49)2
1
= —(4,-4,7)7T .
9( ’ ’ )
La normale au plan se calcule comme suit
Vi(zp)
n(xp) = ————
IVf(zp)l
1
=22, -1) ——— =
(22 +22+1)2
1
= g(2,2, -7
Le vecteur de contrainte sur la sphere au point P est
1 0 4C 0 4
[tls = [o][n] == 4C 0 4C —4
0 4C 0 7
—16C 1 —16C
= 16C'+28C | = 9 44C
—16C —16C
Pour le plan, le vecteur de contrainte devient
0 4C 0 2
pian = ol == | 40 0 4C || 2
0 4C 0 -1
1 8C 1 8C
8C 8C

3) Les contraintes principales au point P sont les valeurs propres du
tenseur o (P) obtenues en résolvant (L3.111) :

det(a(P)— M) =0.
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Avec la définition des invariants (L1.121), on obtient

0 4C 0
4C 0 4C |, L =0, L =-32C% I3=0
0 4C 0

avec

Iy =—4-4C* —4-4C% = 3207 .
L’équation caractéristique (L1.123) écrite pour la matrice [o] devient
AP —32C°A =0,
ou encore
A(A?=32C%) =0.

La premiere solution est 09 = 0. Les autres solutions s’obtiennent en
résolvant

2\ =3207
ou encore

o13==2|C|V32.

Le maximum de la contrainte de cisaillement est : [T - 0n|max =
(01 —03)/2 = Cv32, ou T est le vecteur tangent en P.

La partie déviatoire de o est par définition ij = 0ij — (o0kk/3)0;.

Comme dans notre cas, la trace de o est nulle, le tenseur initial est
identique au tenseur déviatoire et les contraintes déviatoires princi-
pales sont égales aux contraintes principales.

Solution 3.5
En absence des forces de volume, I’équation d’équilibre s’écrit
0ijj =0
Appliquée a (L3.166), on a

o11,1 + 0122 + 0133 = 8x1 + 8xa — 8x1 — 8x2 =0

X1 X1
0211 + 0222 + 0233 = -5~ 8xo + > + 8z =0

031,1 + 0322 + 0333 =0

Le champ de contrainte donné satisfait 1’équilibre.
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Solution 3.6

Le corps C est en équilibre si la force totale et le moment total sont
tous deux égaux a zéro.

Equilibre des forces

On peut écrire I’équation pour la pression P dans la composante de
la force F1, et utiliser le théoreme de la divergence pour obtenir (puisque
P = cste)

oP
F = —/ (Pni + Ong + Ong)ds = —/ —dv =
Ow w dz1
De méme, on obtient F5, = F3 = 0. Donc, I’équilibre des forces est

satisfait.

Equilibre des moments

Le moment par rapport a 'origine O de la force due a la pression,
au point x est

M(O) = OM x (—=Pn)ds=—P | OM x nds
ow ow
€1 ey e3
OM xn=|x1 x2 23
ny mngog ng

= e;(zang — x3n2) — ez2(x1nz — x3n1) + esz(x1ng — x2ny) .

La premiere composante du moment s’exprime sous la forme

Ml(O) = Pel/a (fL‘QTLg *Zbgng)dS

ni

:—Pel/ (0 —x3 xg) ng ds .
ow ns

Appliquant le théoréeme de la divergence & cette derniére expression, on

obtient

ni
Ml(O) = —Pel/a ( 0 —I3 T2 ) n9 ds
w ns

_ a0 &ng 31'2 .
- Pel/w <81E1 8x2 + al‘3> ClS - 0 ’

De méme, on obtient Ms(0O) = M3(0O) = 0.
Donc le moment est aussi égal a zéro. Le solide est en équilibre.
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Solution 3.7
L’équation (L3.111) donne
det([o] — A[I]) =0
Appliquée a (L3.167), on obtient
p—A P p
p pP—A P =0
p P p—A
ou encore via (L1.120)
N+ NN - DA+ 13=0

Les invariants (L1.121) sont

I =3p
SN
2_ p—

b p b b b p

L’équation (3.3) devient

A%+ 3pA* =0
ce qui donne
o1 =3p
o9 =10
o3 =20

L’état de contrainte résultant est celui d’une traction uniforme (p est

supposé tel que p > 0).
Appliquant (L3.111) & (L3.168), on a

p—A p P
P p—A P =0
P P —2p—A

Les invariants sont I; = 0, [ = —6p?, I3 = 0. L’équation (3.3) donne

A6p% — 22 =0
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Il vient
o1 = \/6]9
o9 =10
o3 = —V/6p
Il en résulte un état de contrainte de cisaillement.
Appliquant (L3.111) a (L3.169), on a

0— A\ P P
p 0—X p =0
p p  0-=A
Les invariants sont
=0
|0 p 0 p 0 p|_ .2
IQ’P OHP OM‘ 0‘ o
0 pp
Isy=|p 0 p|=2p°
p p O

L’équation (3.3) devient

AN 43P+ 27 =0
qui se factorise sous la forme

A —=2p)(A+p)*=0

Les contraintes principales sont

o1 =2p
02 =03 = —Pp

L’état de contrainte résultant est un état de contrainte tridimensionnel.

Solution 3.8

Par la définition du tenseur déviateur (L3.123), on a
1 1
Sij = Oij — géijakk = 0ij — 551']'11(0') - (3.4)

L’équation caractéristique est donnée par (L1.123)

83 —I(s)s? + Ir(s)s — I3(s) = 0 .
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Avec (3.4), on a pour le premier invariant
1 1
Ii(s) = sii = 0ii = 50ii0kk = 05 — 530k = 0.
Donc
83+ Ir(s)s — I3(s) =0 .
Dans la littérature, la forme suivante est utilisée

§3 — Ir(s)s — I3(s) = 0

avec 1
IQ(S) = —5 (SiiSjj — Sijsji) N Ig(S) =dets .

La premiere relation n’est autre que (L3.171).

On écrit successivement

1 1 1 1
I(s) = 5sijsji = 5 (Uij - 35ij0kk) <Uij - 35ij0kk)

1 1 1

=3 <UZ]0ij - §5ij0'ij0'kk - gaijgijakk + 95ij5ij0nn0kk>
1 1 1 1

= 5 | 9% = 5%k — 593;0kk + 3TnnOkk
1

= 9 \94%5 T 395i%kk

On utilise (L3.116) pour remplacer o;;0;; et obtenir
1
= §I12(a') — Iy(o) . (L3.171)

Pour le troisieme invariant, on calcule comme suit (cf. (L3.118))

(s) = sisss = (01 = 31(@) ) (o = 1) ) (22 - 31a(e) )

= 010203 — 51—1(0') (0109 + 09203 + 03071)

1 1
+ 7112(0') (01 + 09+ 03) — —If’(a)

9 27
= I3(0) — %Il(a)lg(a') + é]f(o-) — %7[%(0)
= ;71?(0) - éfl(ff)b(d) + I3(0) . (L3.172)
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Solution 3.9

Par le théoreme de la divergence, 'intégrale de surface s’écrit comme
une intégrale de volume

O(Pij..0pq)
P ds — [ 94-Tpa) 4
= /[qupij---vq+Pij---apq,q]d”-

En remplacant V - o dans cette derniere relation par son expression
tirée de la conservation de la quantité de mouvement (L3.96), on obtient
I'équation (L3.173).

Solution 3.10

Le premier tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff est défini par la
relation (L3.141) :
P=JoF 1.

Multipliant (L3.141) & droite par FT, on a
PFT = JoF 'FT = Jo .
La transposée de (L3.141) donne
Pl =JF 'o.
Multipliant & gauche cette derniere équation par F', il vient
FP' = JFF o' = Jo" = Jo
et donc
PFT = FpPT . (L3.144)
Solution 3.11
Les équations (L3.149) et (L2.205) donnent
P"=QP; F*¥ =QF .
L’équation (L3.152) donne

S=F'P=P=FS.
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Donc, on a
P*=F'S*"= QP =QFS* = Q'QP=P=FS*.

Or, par définition,

P=FS.
En conséquence,
FS=FS",
qui conduit au résultat
S=5".

Pour la symétrie, on a successivement
S=JF'loF 1= 8" = J(FTeT(F Y)Y =JF T F T

et en conséquence,
c=0c' =S=8T.



CHAPITRE 4

Energétique

Solution 4.1

Avec le théoreme du transport de Reynolds (L3.23) et I’équation de
continuité (L3.41), on a

jt/de /w

D(pQ) | 0 8vm)

(
( 204022 1)
(

Calculons la dérivée matérielle de 1’énergie cinétique E,

lz)f‘zc:(i[}p(?)dv:/wp;(’02fv>dv_/wpa.vdv'

On remplace pa par 'expression tirée de (L3.96) et on obtient I’équation
(L4.26).
Solution 4.2

Par la définition de I’énergie cinétique (L4.1) et de ’énergie interne
(L4.2), on a

D D v-v
i B0+ ) = [ 0(%57 ) v
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L’application du théoréme de Reynolds (L3.23) conduit au calcul suivant

D (v-v+ )d
e B u UV =
Dt ),"\ 2

/w[ll))t <P<%+u)) +P(7+U>V~v]dv

:/w[(vévjtu) <g§+pv v) +pD2t (%Jru)]dv

L’expression dans le second terme entre parentheses de la derniere re-
lation n’est rien d’autre que la conservation de la masse (L3.41). Par
conséquent, elle est nulle. Il vient

D <'v-v+ )d / Dv+Du d
e e u v = V- — - v .
Dt )P\ P\ D T Dt

Comme Dv/Dt est égal & a, le probleme est résolu.

Si on laisse la dérivée matérielle de v, on peut écrire

[o(o- 22 D0y [ (Rl DY

P\ "o Tt )T )P\ 2 T e )
D v-v
pﬁ(?+u)dv

Ceci montre que la dérivée matérielle de I'intégrale sur un volume ma-
tériel d’une quantité égale a p fois une expression se met sous la forme
générale de l'intégrale sur un volume matériel de p fois la dérivée ma-
térielle de cette expression. Cette constatation constitue un théoréeme
général.

Solution 4.3
1) L’inéquation (L4.81) est donnée par

d q-n
> —dv — .
T psdv / dv /8 T ds

En utilisant le résultat de ’exercice précédent, le premier membre

devient
psdv = / —dv .

Par le théoreme de la dlvergence (L1.228), l'intégrale de surface de

(L4.81) devient
/ "k / K
oxy,
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Par application du principe de localisation, on aura

2T gy (2) . (4.1)
2) Par les équations (L4.23) et (L4.25), on a

Du
pﬁt—a:d—l—divq:r. (4.2)
En passant a la notation indicée, on démontre facilement que

q _q- VT

. 1.
div (f) = levq T2 (4.3)
En portant (4.2) et (4.3) dans (4.1), on trouve l'inégalité de Clausius-
Duhem
Ds _ 1 ( Du 1
— > —|p—=—0: —q-VT. L4.
thT<th o d>+T2qV (L4.83)

3) Si on introduit I’énergie libre spécifique de Helmholtz,
f=u—-"Ts, (L4.84)
'inégalité de Clausius-Duhem (L4.83) prend la forme

DT q-VT
Y T -

p%{ <tr(oL) (L4.85)

Solution 4.4

1) Le principe de conservation de 1’énergie interne est donné par les
relations (L4.23) et (L4.25)

D
pﬁ:a:d—divq—i—r. (4.4)
Pour un fluide parfait, le terme o : d devient —ptrd = —pV - v.

2) En substituant la définition de I’enthalpie dans (4.4), on a

Dh D (p) ov;  0¢;

_pf)xi oz, +7r. (4.5)

Le développement du terme % (%) donne

D (p\ 1Dp p Dp
Dt\p) pDt p2Dt’
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En substituant ce résultat dans (4.5), il vient

Dh  Dp pDp ov;  0g;

pﬁ Dt p Dt p@xi B ox;

B Dp p (Dp ov; 0q;
B P (Dt * pax,- r

+r

Dt B 835@
_ Dp  9g
=Dt 0w

ou on a utilisé le principe de conservation de la masse (L3.41).
3) Si de plus, ’écoulement est adiabatique, c.-a-d. g =0 et r =0, on a
Dh  Dp
Dt ~ Dt
Solution 4.5

Puisque la rotation de corps rigide implique par (L4.61) ¢ = 0, il
s’ensuit que ¢ = 0. Par (L2.211), on a en tenant compte de (L4.63)

v =¢+Qx+Qu=Qu+Qx.
Avec (L2.60), on trouve
v'=v+twxex. (4.6)

Le vecteur w est le vecteur dual de €2, qui exprime la vitesse angulaire
de rotation de corps rigide. On réécrit (L4.48)

pi—o :Vv+divg—r + v (pa — divo — pb)

1
+ <2'v ‘v —i—u) (p+ pdive) =0, (4.7)
(ou la notation p désigne la dérivée particulaire exprimée en description
lagrangienne), avec des quantités étoilées. On y remplace v* par sa valeur
(4.6) et de I’équation résultante, on retranche (4.7). En utilisant les
relations (L4.49)-(L4.53), (L2.212), (L2.213), on obtient

(wx ) (wxx)
2
+ (wxa) - (pa—dive —pb) =0 .

—o:Q + (p+ pdive) + (w x @) - v(p + pdivo)

Ceci doit étre vrai pour n’importe quelle rotation rigide. On en tire les
équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement.
Le terme restant o : £ doit s’annuler. Par le caractere antisymétrique
de €2, ceci impose la symétrie de o.



CHAPITRE 5

Lois de comportement : principes

de base

Solution 5.1

Le champ vectoriel u est spatialement objectif et satisfait la relation
(L2.197)

On a d’autre part que

. Ouf  Oui Oxy
(V)i = oz - Oz, oz ’

Par (L2.195), il vient

ox;
Fre Qjk
et son inverse Oxg/0x] est Q,;jl = gj. Donc on a
«  our - Ou oy
(Vu);; = o = Qu B Qk;
ou encore
(Vu)* =QVuQT . (L5.61)

Solution 5.2

Par la relation (L2.213) et les définitions (L2.181) et (L2.183) de d
et w, respectivement, et en tenant compte de I’équation (L2.56)

QQ" +QQ" =0,
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on écrit successivement

. T
(L)' =QIL"Q" +Q),
d = S(L"+ (L)) = Q5 (L+ LR + 5(QQ" +QQ")
= QdQ",
Lo T 1 AT . L AnT 5T
Gt = (- (1)) = Q5L - I1)Q" + 5(QQ" - QQ")
= QuQ" +QQ".
Le tenseur d est spatialement objectif et le tenseur w ne l'est pas. En
effet, si deux observateurs enregistrent le taux de rotation d’un milieu

continu, leurs observations different d’une quantité égale a leur taux de
rotation relatif.

Solution 5.3

Notons d’abord que D/Dt* = D/Dt. Le tenseur T étant spatiale-
ment objectif, si on lui applique la dérivée matérielle, on obtient succes-
sivement

DT* D(QTQT) DQ
Dt Dt

T
TQT+Q QT+QTDQ .

Ceci démontre que la dérivée matérielle d’un tenseur d’ordre deux n’est
pas spatialement objective.

Solution 5.4
A Taide des résultats des problemes 5.2 et 5.3, et de la relation
(L2.56), on peut écrire
¥ % o % - kg e T 7T ~T
T +T'w" —w'T" = QTQ" +QTQ" +QTQ
+QTQT(QuwQ" +QQ") - (QwQ" +QQMQTQ"
= QTQ" + QTwQ" — QUTQ"
= Q(T +Tw - wT)Q"

Ceci démontre que la relation (L5.62) est spatialement objective.

Solution 5.5

L’équation (L5.64) n’est autre que le probleme 5.3 résolu pour T' = d.
Des lors, en tenant compte de (L2.56), de (L2.213) et de son transposé,
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on a au facteur 2 pres

d +d'L* + L7d* = QdQ” + QdQ” + QdQ"
+ QdQT(QL+Q)Q" + QILQ" + Q1)QdQ"
= QdQT + QdLQT + QLTdQT .






CHAPITRE 6

Lois de comportement classiques

Solution 6.1
L’équation (L2.88) donne

C=F'F,
dont on tire grace a (L2.179)
C=F'F+F'F=F'L"F+F'LF .
Comme pour le fluide simple F' = I, il vient

C=LT+L=2.

Solution 6.2
L’équation (L4.23) est

D
pﬁ:a:(V'v)—divq+r.

Le terme o : (Vv) avec ’équation de comportement (L6.14) devient a
laide de (L4.25)

o:L=o:d=—ptrd+ \trd)*+2u(d:d) .

Donc, pour le fluide visqueux newtonien, on obtient
Du

P Df = —ptrd+ \trd)*+2u(d: d) —divg +r. (6.1)
Le fluide parfait est non visqueux, i.e. A = u = 0. Il vient
D
pFQ: = —pitrd—divg+r.

Si le fluide parfait est un gaz idéal, alors son énergie interne est donnée
par la relation (L6.143) et I’équation précédente devient
= —ptrd—divg+r.

P& Dt
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Solution 6.3

Le fluide visqueux newtonien incompressible satisfait la contrainte
div v = trd = 0. Dans ce cas, la relation (6.1) nous fournit

D
pﬁ? =2u(d:d)—divg+r.
Pour le fluide parfait, il vient
DU _ _divg+
Py = ~divg+r.

Solution 6.4

1) La relation (L2.108) montre que U a A; comme vecteurs propres.
Par (L2.109), on écrit la décomposition spectrale

3
U:Z)\iAi®Ai.

i=1

Avec (L2.88), on a successivement

3 3
C=UU = ZZAZ-(Ai ®@ AN (A; @ Aj) =

i=1 j=1

3 3
= ZZ)\i)‘j(Ai ® Ai)(A; ® Aj) =
=1 j=1

3 3
= Z Z )\2)\]52](14, & A,) =

i=1 j=1

3
=> N(Ai®A).
i=1
Les matériaux hyperélastiques isotropes ont pour équation de consti-
tution (L6.51)
oW(C)
oc
Avec (L6.64), on obtient la relation (L6.67) pour 8W(C)/QC’ et
finalement, on a pour (L6.68)

S=2

3

1 9¢
S—ZZ;)W&AZA'L®AZ7

ce qui démontre que S a A; comme vecteurs propres.
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2) La relation (L2.111) montre que V a b; = RA; comme vecteurs
propres. Par (L2.113), on écrit la décomposition spectrale

3
V= inbi Qb .
=1

Avec (L2.89), on a successivement

3 3
c=VV = Zz)\i(bi ® bi)A;(b; @ bj) =
=1 j—=1

3 3
= ZZAZ}V(bZ ® bz)(b] & bj) =

i=1 j=1

3 3
=33 XiXbi(bi @ b;) =

i=1 j—1
3

=) Nbib).
=1

Ceci prouve que ¢ a b; comme vecteurs propres.
A la section L6.5.1, apres de longs développements, on obtient la
relation (L6.72)

3

_ 0¢
o-:J1<E )\ibi®bi) )

— oN;

qui montre que o a b; comme vecteurs propres.

Solution 6.5

La relation (L6.61) multipliée & gauche par F et & droite par F1
donne

- = FC'F i ne— \FIFT - ~_FCFT .
,SE 2ol ¢ “\an T on ol ¢
(6.2)

A Taide de (L2.88) et (L2.89), on a
FC'FT=FF 'FTFT =1

et
FCF' = FF'FF' =cc=¢%.

L’équation (6.2) en tenant compte de (L3.152) devient (L6.63)

_ 0P 0P 0P 0P
o=2J"1 <13(C)813(C)I + <8II(C) + Il(c)@]g(C)) c— 9500 c2> .
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Solution 6.6
La relation (L6.61) est

00 oy, (09 o 0
= + I .
§= ( A (8I1 1312) ol C)

L’équation de Cayley-Hamilton (L1.123) appliquée a C' donne

C?—NLC?*’+1L,C—I13I1=0

et donc
C'=C?-1,C+ LI .

Il vient

S 0, , oP 0P 0P

3 = op, (O~ hC+LI)+ <011 +11312> ~ i

oP oP 0P 9P 0D 0P
I + I I—-(—+— —C?.
(811+ Yol 2(913) ( 813+612>C+8130

La relation (L6.63) est donnée par

0P 0P 0P 0P
_ —1 il Y2
o=2J <Ig(3[31+<8[1 11812)0 aI2C> .

L’équation de Cayley-Hamilton (L1.123) appliquée a ¢ donne

S —Le?+Le—I35I=0

et donc
¢ =TLe— LI+ Ie!
On aura
o oP oP 0P 0P 0P oD
=I3—1I + 7 ——c+1I I—-I3—c!
271~ Bon" T (8]1 1812> LT Pon T Bane
oP oP oP oP
=2J V[ (h=— + I I+—c—1T c ).
7 <<28[2+ 38]3> BT T )

Solution 6.7
Selon (L6.80), on peut écrire

O(I1, Iz, I3) = Cooo + Croo(l1 — 3) + Cor0(L2 — 3) + Coor1 (I3 — 1)
+ Ci11(1 =3) (12 —3)(Is— 1)+ ... .
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Dans la configuration de référence, on a
)\1:/\2:)\3:10110:1

et donc

L=3T=3T;=1.

Par conséquent, on a

®(3,3,1) = Cooo -

Si Cgoo = 0, alors I'énergie est nulle.

Calculons les dérivées partielles de ¢ par rapport aux invariants. 11
vient

0P
7 =Cro0+Cr11(la = 3)(I3 —1) + ...
o6
0P
—— =Co10+ Cr11(l1 = 3)(I3 — 1) + ...
ol
0P
= Coo1 + C111(f1 = 3)(Il2 = 3) + ...
oI,

On constate que la relation (L6.62) devient ici

9 90 0D
20 1 5 = Cigo + 2C010 + Coor =0 .
ol 0l  0I3 Croo Coro + Coor =0

Solution 6.8

La premiere égalité de (L6.59) a 'aide de (L1.144) donne

3
o6 O+ 23+
= _ E 5 (n; ®n;)
6 i=1 ox,
=N ®Nn| +ny®ng +ng X ng

n;, ®n;

I
~
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La seconde égalité de (L6.59) a l'aide de (L1.144) donne

e 23: O(AZAZ 4+ A2A2 + A2)2)
oC ~ = ON?
= (A3 +A3)(n1 @na) + (A3 + M) (n2 @ ng) + (A + A3)(n3 @ na)
= (AT + A+ A3) (1 @) + (AT + A3+ 23) (n2 @ ny)
+ (A 4+ A2+ X\2)(n3 ®@n3)
—M(n,@mn) — /\g(ng ®Rmng) — /\g(ng ® ng)
=LI-C.

(n; @ n;)

Solution 6.9

La pression dans le ballon gonflé est donnée par 1’équation (L6.102)

€; 1 1
pi(\) = 4010§X (1 - )\6> .

La pression maximum est obtenue lorsque la dérivée de p par rapport
au rapport d’extension A s’annule

5Pi()\)_
B =0.
On a
A(l_o1y_ 1,7
dx\ XN A\T) N2 N8
et donc

N=7=)\=V7=1.383

e 1 1 Choe;
mar — A ———[1— =] =2.479 .
pi R 1.383 ( 7) R

Solution 6.10
La fonction d’énergie de Ogden est la relation (L6.86)

N
B d2s hs) = D L A5 4 AT - 9).

i=1 "
Les contraintes principales sont données par la relation (L6.78)

Uk——p—i-)\kg;i, k=1,2,3.
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Des lors, on écrit
N
o1 =—-p+ ZMM?"
oy = —p+ ZMM?"

N
o3 = —p—l-z,ui)\gi .

— Cas d’extension uniaxiale : 01 = 0, 00 = 03 = 0et Ay = A, Ay =
A3 = A~1/2 (incompressibilité). On obtient grace & ces conditions :
N

2} N N —ay
g:_;m)ﬁ7+;m)\ai = ;Hi()\ai_)\ z)

— Cas d’extension biaxiale : g1,09 # 0,03 = 0, A\3 = )\1_1)\2_1 (incom-
pressibilité). On obtient grace a ces conditions :

N N N
o1 =~ ZIM(A%AQ)C” + Zlﬂz‘ki“ = Zlﬂz‘(A?l = (555)™)
1= 1= 1=

N N N
oy = — Zluz'(ﬁ)c” + Zlﬂz‘ké“ = Zluz‘(AS” = (555)™)
1= 1= 1=

— Cas d’extension équi-biaxiale : 01 = 09 = 0, 03 = 0 (cas particulier
de I'extension biaxiale) et A\; = Ay = A\, A3 = A~2 (par incompressi-
bilité). On obtient gréce a ces conditions

o=- z A2 4 z X = z (A = A~200),

En apphquant les Valeurs prescrltes de I’énoncé, a savoir N = 3, a1 =
1,3, = 5,a3 = —2, 41 = 0,63MPa, pus = 0,0012MPa et pus =
—0,01MPa, on peut tracer o1, 09,03 en fonction de leur élongation
correspondante.

La figure 6.1 montre ’évolution de la contrainte uniaxiale en fonction de
son élongation, tandis que la figure 6.2 exhibe 1’évolution de la contrainte
équibiaxiale.

Solution 6.11

Le tenseur des contraintes n’a qu’une seule composante non nulle, &
savoir 011 = S, ou S est la force de traction par unité de surface.

L’énergie libre f est donnée par (L6.159)
1 af

~0ij =
P eij
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Evolution de la contrainte uniaxiale en fonction de son élongation
5 -

45}

sl
35} '/,
25}

2t

Contrainte[MPa]

15 e
1| =

osf -~

1 15 2 25 3 35 4
Elongation

Figure 6.1 Contrainte uniaxiale

et donc
S of
_= —, 6.3
P Oer1 (6:3)
Par (L6.110), on a
A 1
€11 +H S = S )

T uBrxt2u) T E
ou E est le module de Young (L6.109). On écrit (6.3) sous la forme
s _of o5
1% oS 8611 '
Ainsi
of _ 5
oS pE
et on a finalement en intégrant :

1 52
f_p_E7+f0’

ou fy est I'énergie libre au repos (sans contraintes).
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Evolution de la contrainte equibiaxiale en fonction de son élongation
8 -

Contrainte[MPa]

1 1.5 2 25 3 35 4
Elongation

Figure 6.2 Contrainte équibiaxiale

Solution 6.12
Le développement de f(e,T') au voisinage de € = 0,T = T} s’écrit :
A
pf=pfo—pso(T—-Ty)+ 5 CiiChi - 11€ij€i

+ €i5¢ii (T — To) — QLTCO(T -Ty)?, (L6.165)

ou 'on a éliminé les termes d’ordre supérieur a 2, et ou les coefficients
fo,50,¢ij et ¢ sont encore a déterminer. Les facteurs p et T% ont été
ajoutés pour simplifier les développements ultérieurs.

Pour un matériau isotrope, c;; doit étre isotrope, de la forme a d;;
avec a un scalaire. Prenant a = —(3\ + 2u)«, avec o & déterminer, on a

Cij €ij (T—T()) = —(3)\+2M) Q€L (T—To) . <L6.166)

En outre, en combinant (L6.165) et (L6.166) on obtient par (L6.159) la
relation

of

Tij = Py
ij

= Neprlij + 2pei; — BN+ 2p)a(T — Tp)dij -
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Inversant pour obtenir € en fonction de o, on a

A
S 2ma(T —Tp) — ——tro| I
€ 2 {a—i—[,ua( 0) 3)\4‘2#”0} },

ou l'on a utilisé le fait que

€kl = oki + 3a(T —Tp) .

_
3A+2u

Pour rappel, « est le coefficient d’expansion thermique et a pour
dimension l'inverse d’une température. Si ’on considere un cas de dila-
tation libre sans contraintes extérieures, alors & = 0 et on a

= a(T — To)I .

Comme T = T(x1), €11 est la seule composante non nulle et en
conséquence

T
€11 = 611($1) = Oé(Tl — To) fl .

Solution 6.13

Pour résoudre cet exercice, on fait appel a la solution de la deuxieme
partie du probleme 6.2. En introduisant la loi de conduction de Fourier
q = —k VT dans (6.2), on obtient

T
— = —ptrd+div(kVT) +r.

PCy Di

Par I’équation de conservation de la masse (L3.41), on a 1’égalité :

1D
trd=—-—2F
p Dt
et 'équation d’énergie devient
DT P Dp
= T
PCo » D +div(kVT) +

En utilisant 1’équation d’état (L6.136), on transforme I’équation précé-
dente en la relation :

DT Dp
"D = Di Ri +div(kVT) +r.
Finalement, on peut écrire en tenant compte de (L6.141)
DT _ Dp

Py = Dy T AV(EVT) +
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Solution 6.14
1) Les relations (L6.175)-(L6.176) permettent d’écrire

o + 000ij = BAeobij + 2u(ed; + €0dis) - (6.4)
Rappelons que les tenseurs déviateurs ont une trace nulle
trafj = tragj =0.
Donc, prenant la trace de (6.4), on obtient

309 = 3)Xeg.3 + 2uep.3

et
00 = 3Xeg + 2uep = (BA + 2u)ep -

La définition (L6.119)

- 3A+2u
3
donne
gg = 3K€0 .

On récrit (6.4) successivement

ol + 3Keadij = 3Aeodij + 241l + 2p100;;
= (BX + 2u)e0di; + 2ue;
= 3Kepdij + 2u€§lj .
Il vient
aflj = 2,us% .

2) On rappelle que pour un tenseur symétrique du second ordre L, on
a Ln = An, ou A est la valeur propre de L et n son vecteur propre
correspondant (sec. 1.3.8).

d

Pour le tenseur des contraintes déviatoire g, on a

afljnj = An; . (6.5)
On modifie (6.5) comme suit

Uzdjnj + oon; = ogn; + An; = (A + og)n;
A T'aide de (L6.175), on écrit

d d d
o3 + ooni = oj;ng + 00diin; = (Uij + 00dij)n; = oin; -
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D’ol on tire o;jn; = (A4 0g)n;. Ce qui montre que azdj et 0;; ont les
meémes vecteurs propres.
En ce qui concerne les déplacements, on procede de la méme maniere.
L’utilisation de (L6.177) dans (6.5) donne
A

d
Ceci montre que szj et 5%- ont les mémes vecteurs propres et par
conséquence, les mémes directions principales. L'usage de (L6.176)
pour récrire (6.6) conduit a la relation

A
(€15 — €0dij)nj = 2"
ou encore
A
Eigny = (2’50 + 72#’)7% .

En comparant cette derniere relation avec (6.6), on constate que &;;
d N . .
et ef; ont les mémes vecteurs propres. Finalement, puisque

Uflj et 0;; ont les mémes vecteurs propres n;,
d d A
055 et €5 ont les mémes vecteurs propres n;,

€ij et sglj ont les mémes vecteurs propres n;,
on peut conclure que ¢;; et 0;; ont les mémes vecteurs propres n; et
par conséquent, les mémes directions principales.

3) Le potentiel d’énergie de déformation est défini par la relation sui-

vante 1
Wie) = €% -
On a donc
1 1 1.,
Wi(e) = ifijai]’ = iﬁij()\gkkéij +2pei5) = 5)\5% + peijeij -

A Taide de (L6.176), on écrit

1
W(e) = 5/\(350)2 + p(el + 206i5) (8 + e0di)
9
= 5)\(50)2 + u(efjefj + 3¢2)
9
= §>\(50)2 +3u(c0)® + pefiel;

93X+ 2u
= 573 5% + ,uegjsf-lj

9
= S Kej + peijel; - (L6.178)
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4) Pour que la condition de stabilité
Wi(e) >0

soit satisfaite, comme la relation (L6.178) est composée de deux
carrés, il faut donc que les coefficients soient tels que

K>0 e p>0.

Solution 6.15

Grace a la symétrie de oy, i.e. 0;; = 0j;, on peut écrire

1
oijeij = 50ij (Uig + uji) = 5 (03U + 0ijuj)
1
= 5 (oijuij +ojing) = 5 (03 + 0ijig) = oiji; -

Ensuite, en utilisant le théoreme de la divergence, nous avons
/ o—ijsijdV = / O'Z'j’LLinV
w w
= / [(oijui) j = oij juil AV
w

—/ al-jumde—/aij,juidV .
ow w

Avec le théoreme de Cauchy (L3.76) et I’équation d’équilibre en 1’ab-
sence de forces de volume (L3.96), on a

tz‘ = 0o4nj ,

0ijj =0 .

Nous obtenons alors

/Ul'jéijdv:/a tluZdS .
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Solution 6.16
1) Avec (L6.106),(L6.180) et (L6.181), on écrit

pom My %y
" 2u(3N +2u) """ 2u
. )\(51']‘ O'(Sij
T 2u(3N 4 2p) T 24
a < 20(3X\ + 2p1) 2u> 70
=3+ 3A+ 2
T 2uBht2p) Y
- 7 5.
3K Y
= E(Sij .

2) Avec la loi de Hooke (L6.104) et (L6.182), on a
05 = )\5kk5ij + 2,u€ij
A
= %(mknk + myng)6i; + py(mgng +mjng)
=0+ ,Lw(mmj + mjni)

= 17(min; +m;n;) .

3) Avec (L6.106) et (L6.184), on obtient

€ij = _72,%3)\ 20 TNy, + ﬂanmj
N (0ij — nimj + ninj) + —on;n;
20(3X +2u) Y v D TR
A+ 3+ 2u Ao
- < 2u(3) + 24) > TN G+ ) 00 T )
AN+ p)o Ao
- <u<3A ¥ 2u)> M A+ o) O )

=éepning + ET((Si' — nmj) .
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solides

Solution 7.1
Avec (L7.18), les équations (L7.21)-(L7.23) s’écrivent

. FE aul 8UQ
TNT A )1 - 2) (8361 L=+ ”ax2>
o FE 81@ 8U1
72 = 0~ 20) <81‘2(1 V)+V8x1>
o= L (0w, Ou
2790 10) \ 02y 01 )

On calcule les dérivées partielles des composantes du tenseur des con-
traintes par rapport aux variables d’espace

0011 _ E <82u1 1—1)+v 0% usy )
0xy (14+v)(1-2v) \ 022 0x10x2
0099 FE D%uy 0%uy
Oy (1+v)(1—2v) < Ox3 (1=v)+ y@m@m)
doo E 0%uy 0%us

ory - 2(1+v) <8x18x2 Ox3 >

0012 E 0%uy D%us

0xo - 2(1+4v) < Ox3 (9x18932>

Les équations d’équilibre sont données par (L7.20)

Jo1n 0o
6901 81‘2
Ooga 0012
amg 81’1 + f2
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Il vient

Jo1n 0o
8%1 8372

E 8211,1(1_ )+V 82u2
(14+v)(1-2v) \ 022 Y 0x10x2

FE 0%uy 0%us
+ 2(1+v) < Ox3 - 03616@) Th=0
2 82u1 82u2 62u1 82u2 1
1—2v <8:L’%(1 -+ V8x18x2> 03 + 011022 + J/: =0
2(1 — v) 0%uy 2 O%uy 0%uy 0%us f1
1-2v 9z 1—2v0z10xy 023  Ox102 * ; =0
2(1 — v) 0%uy 1 0?us 0uy ﬁ —0
1—2v 3:E% 1 —2v 90z10x9 8z% wo
1 0*u;  O*wy 1 0?us 0%*uy i 0

1—2v 9?2 0z3  1—2v0x0xy  Ox3 1
Puy 0wy I 0 (Ou; Ous
“(axg * a;@)* 1= 200 (ax1+axQ> T f1=0

82u1 82u1 0 ouy Oug
M(O:U% +7(91’% > +()\—|—,u>87wl <6$1+61’2> +f1 =0.

Un raisonnement similaire conduit a (L7.313).

Solution 7.2

Avec (L7.41), les équations (L7.43) s’écrivent

o1t FE <8u1 T 8’&2 >

12 0z V@xg

FE 8u2 T l/aul

0y =——"n | — —
2T ,e Oza Oz1

_ B (0u 0w
12 = 2(1 + l/) 0x9 ox1 '
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On calcule les dérivées partielles des composantes du tenseur des con-
traintes par rapport aux variables d’espace

8011 . FE 82’LL1
or; 1—12 ( Ox? 8x18x2>
80'22 E 82U2
Oza 1—12 ( 03 8:618372)

60'12 o E 82u1 U9
or;  2(1+4v) <8x18m2 Ox? >
6012 . ) 82U1

Ors  2(14v) < Ox3 836181‘2)

Les équations d’équilibre sont données par (L7.20)

80'11 8012

81‘1 8x + fl =0
Ooga 0012 B
axg 8371 + f2 -

La premiere équation d’équilibre donne

E 2 2 E 2 2
8U1 8UQ 8U21+ 8UQ —|—f1:0
(1 ) 8.172 8x18x2

1—v2 \ 922 + V@xlaxg

2 82U1 Ty 8211,2 82u1 82"&2 ﬁ -0
1—v 81’% 8.731(91?2 81}% (9:61(91’2 % N

2 9%y 2 0%us 9%uy 9%us n ﬁ _0

1—v E)a:% 1—v0x10x9 895% 0x10x2
2 82U1 82u1 82’LL1 82u1 1+v 62'1,62 f1

_ Ea—
1—v Om% 838% 8.%% ax% 1—v0ri0re
Pu; 0wy 1+ v d%u, 1+v 0%u
=0
<8$% + ax% Ml—l/ 830% ul—v8x18x2+f1

82u1 82’&1 E 0 8u1 8u2
<aa:% * axg) 2(1— 1) dr1 <axl+ax2> =0

Un raisonnement similaire conduit a (L7.315).

Solution 7.3

Les équations de Navier (L7.6) s’écrivent

(A + p)ug ki + puij; + fi =0. (7.1)
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Avec l'expression de u; donnée par (L7.315), on a successivement

A+2p
Ui 55 = mgi,mmjj ~ Yn,nijj
ainsi que
AN+ p)ug = At 2Mgk,mm - )\:Mgn,nk .

Dérivant deux fois cette derniere relation, on obtient

A+2p A+
A+ pwug pi = Jkmmki — ——— In,nkki =
" I
A42p A+
= 9k, kmmi — 9k, kmmi
= Gk,kmmi -

En injectant ces expressions dans I’équation de Navier (7.1), on a

A+ 2p

4
9k, kmmi A+ [

Ji;mmijj — 9n,nijj
A+ 2p

— P "
9k, kmmi A+ 1

Gimmjj — Gk,kmmi

A+ 2p
A
=0

9i,mmjj

Sl Gimmnn = 0.

Solution 7.4
1) On utilise 'identité (L1.238)

VxVxu=V(V-u)-Vu

qui donne
V(V-u)=Vu+VxVxu.

On introduit cette derniere relation dans (L7.7) qui devient
uV2u+ A+ p) (VPu+VxVxu)=0.

D’ou
A +2)V?u4+ A+ )V XV xu=0.
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2) De la relation (L7.7), on écrit

1% 2
—Vu+V(V- =0.
e (V-u)

Les constantes d’élasticité sont liées. Par (L6.109), 2v = A/(A + u).
D’out, u/(A+ p) =1 — 2v. Et donc le résultat.

3) On utilise la relation (L1.238) dans I’équation de Navier (L7.7)
pw(V(V-u) = VXVxu)+ A+ p)V(V-u)=0
dont on tire facilement

A+2u)V(V-u) —uVxVxu=0.

Solution 7.5
L’équation (L7.66) s’écrit

.
—Cln— . L7.66
o(r) n 7 ( )
Comme ¢ est une fonction harmonique, on a que
1
S v/ L7.59
U=, Ve ( )

est une solution de ’équation de Navier. Les déplacements sont donnés

par 'équation (L7.60) en coordonnées polaires (LA.4)
1C
UT:ﬂ?’ ug=u, =0. (7.2)

Les déformations non nulles sont par (LA.24)

- ou, 1 C
T or 2ur?
w1 C
Epy = 7 = ﬂﬁ .
Avec les conditions d’extrémités non chargées, les contraintes (L7.43)
sont
E du, Uy C
(2 (dr +”7«> T
FE Uy du, C
700 = 12 <r+ydr> T2

Oz = 0pg =09, =0p, =0 .
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Pour obtenir la méme solution qu’a 'exemple de la page L241, il est
nécessaire d’ajouter les contraintes additionnelles suivantes

add __ add __
Opp = Da Ogg = D’

add _ _add _ _add __ _add __
Ozz — Oprg — 0y — Opg =0.
Par conséquent
C C
Oppr = —ﬁ‘i‘D, gpe — 7’72+D’ (73)
sy = Opg = 0gy = 0y, =0 . (7.4)

Cette contrainte supplémentaire ajoute la déformation suivante (condi-
tions de contrainte plane, (L7.43)-(L7.44))

add _ _add _ (1—v)D add _ vD

Erp = Egp _2(1"’_7/),“7 € = (1+V)M

Ces déformations induisent les déplacements additionnels suivants (cf.
(LA.24))

0. yedd _ _ vDz
, =

add _ L=V)Dr  qq
: (I+v)p

Donc le déplacement total devient en tenant compte de (7.2)

vDz

u —_ Y .
' 1+ v

T[C(IIJ)D

= |= =0 -
2u | r? (1-|—V)]7 wo="5 U=

(7.5)

Les conditions aux limites sont données en se référant a la figure L7.5

o= —-P;, en r=r;, (L7.86)
o= —P., en r=r,. (L7.87)

Par (7.3), on obtient

C C
~Pj=->3+D, -P.=-—+D,
s TE
et ) )
P, — P P.rz — P;r:
C=rire5—3 DZ%‘
7 e 7 e

Par les relations (7.3) et (7.5), on obtient les contraintes et déplacements
identiques aux expressions (L7.179).
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Solution 7.6

On prend la divergence de la relation

(A +2u)V3u = Pu (L7.209)
On obtient
2 .
(A + 2u) div VZu = pa%g“’)
Ensuite on utilise (L1.191) pour obtenir
2 di
O+ 20) V2(div w) = p‘?(ag“) .

Solution 7.7

Avec div u = ¢;; = 0, les équations du mouvement (L7.202) de-
viennent
0*u
Poi

On prend le rotationnel de cette derniere relation

pwViu =

0%u
2 _
pV x (Vu) = pV x o
En utilisant (L1.237), il vient
0%(V x u)

pVA(V xu) =p (L7.319)

ot?

Solution 7.8

La fonction ® est solution du probleme si elle satisfait 1’équation
biharmonique (L7.38). A cette fin, calculons d’abord son laplacien. Il
vient (cf. (LA.27))

2?2 10 1 0°
0 (O° 10 10\,
v Or? + r Or + r2 562
1o
T2 962

4B
= — 9 Sin29 .
r
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Ensuite, on évalue le double laplacien. On a
2% 10 102 4B
4 .
b=(—+-+—==— ] ——5sin26
v <6r2+r0r+r2892> ( rz o >
24B 18B 14B

== s1n29+;r—3$in29+r—2T—2-2-28in29

=0.

Les composantes de la contrainte sont données par les relations (LA.28)-
(LA.30)

100 1 9%® 4B

o= oy T T e sn
o
009_ 87“2 -
100 10°0 1
S 0 oD _ (A+2Bcos20) .

200 rofor r2?

L’équilibre en rotation du coin est donné par la relation

/ (orgrdd)r — M =0

—
et donc N
/ (A+2Bcos20)df = M . (7.6)
—«
A la condition (7.6), il faut ajouter celle qui exprime que les bords du coin
sont libres et qu’ils ne sont soumis a aucune contrainte de cisaillement.
On écrit
o0 =a)=A+2Bcos2a=0. (7.7)
On a donc A = —2B cos 2a. Remplagant A par cette valeur dans (7.6)
et intégrant, il vient

B M
© 2sin2a — 4dacos 2

La contrainte radiale devient

aM sin 20 2C . 99
- = ——5SsIn
2sin2a — 4davcos 2a 12 r2 S

Opr =

avec

M
sin 2a — 2a.cos 2cv

La contrainte de cisaillement est

M cos2a — cos 260
r? sin 2a — 2 cos 2a0

Org =
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Solution 7.9

(a) On vérifie facilement que la fonction de contrainte (L7.322) satisfait
I’équation biharmonique. Des expressions a ’annexe L(A.28)-L(A.30),
on obtient

_ 2C cos b

Orr = —— > 009 =0r =0.

Pour trouver la constante C, on considere I'équilibre de la piece a une
distance r de l'origine. Donc

P:C/ 2Cisercosed0:20/ cos?0de .

—

—

D’ou p N
1
P=2C { + = sin29] = C'[2a + sin 20/
2 4 a
On trouve
B P
"~ 2o +sin2a
La contrainte prend la forme
2P cos

o = (2 + sin 2a)

(b) En posant o = 7/2, on obtient les contraintes pour une plaque
soumise a une charge linéique

Notons que la différence de ce résultat avec (L7.164) provient du fait
que les directions de o, sont opposées dans les deux problemes.






CHAPITRE 8

Introduction a la mécanique des

fluides newtoniens

Solution 8.1

Les équations de Navier-Stokes sont traitées dans la section L8.4. La
loi de conservation de la masse est donnée par (L3.44) ou (L8.9)

dp | Opv;
a-l— 91 =0.

L’équation de conservation de la quantité de mouvement (L3.96) donne

80—1-]- Dvi
b; = .
al‘j + P p Dt

L’équation de constitution du fluide visqueux newtonien est écrite selon
(L6.14)
Oij = —D (Sij + Adgk 5ij +2ud;; .

En insérant (L6.14) dans (L3.96), on obtient

D’UZ' 8 6
= 5 (=0 ij) T 75— (20ds; i
P Dy axj( p5J+/\dkk5])+8xj( pidiz) + pb

et donc la relation (L8.10)

Dv;  Op 0 0

puisque

0 0
— (—p+ Adgg) 6ij = (—p + Mdgk) -

81,‘]' €Ty
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L’équation d’énergie (L8.7), en tenant compte de la loi de Fourier (L6.123)
pour la conduction, devient

DT i Dp

B = Dt+)\(trd) +2ud:d+div(kVT)+r

PCv =~
Si les coefficients A\ et u sont constants, on peut les sortir des dérivées
partielles. L’équation de la quantité de mouvement donne

Dv; 8}9 0 0 8

+ pb; .
Si I’écoulement est incompressible, il en résulte que div v = trd = 0 et
I’équation précédente se simplifie

D’UZ'_ Bp
PDr T " oa

i + pb; .

Solution 8.2

Les solutions obtenues a la section L8.7.1, i.e. (L8.51) et (L8.63),
pour les écoulements plans de Couette et de Poiseuille, respectivement,
résultent d’équations différentielles linéaires. Comme les termes non liné-
aires des équations de Navier-Stokes n’interviennent pas, on peut faire
appel au principe de superposition linéaire et la solution de ’écoulement
plan combiné Couette-Poiseuille s’écrit

La contrainte de cisaillement vaut
duvy h dP 219
—p—t=_2 -2
i S Gl A

Enfin, le débit-volume est

h3 dP Uh
Q—/ vlde__me+ D) .

Solution 8.3

Du point de vue géométrique, cet écoulement a lieu entre deux cy-
lindres concentriques comme dans 1’écoulement de Couette circulaire.
Les cylindres intérieur de rayon R; et extérieur de rayon R ont une
vitesse angulaire de rotation w; et ws, respectivement. Le fluide vis-
queux entre les cylindres est soumis également a un gradient de pression
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axial. Comme ’écoulement est stationnaire (0/0t = 0) et a symétrie de
révolution (0/06 = 0), le profil de vitesse est fonction de r uniquement.
On a

Ur = 1}7«(7"), Vg = 'UO(T)7 Uy = 'Uz(r)a b= p(?“, z) . (8'1)

Le fluide adhérant a la paroi, les conditions aux limites sont

UT<R1) = UT(RQ) = 0, U@(Rl) = wlRl, U@(Rg) = LUQRQ,
UZ(Rl) = UZ<R2) =0. (8.2)

Par un raisonnement identique a celui de ’écoulement circulaire de
Couette, on peut montrer que la composante v, est nulle partout (cf.
(L8.98) et (L8.99)). Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cy-
lindriques (A.32)-(A.34) deviennent

10p vg
- = 8.3
p ar Y ( )
10 [ Ovg vy
v or <a) -7 =0 (84)
Op 0%v, 10wv, B
—&+M<ar2 +7’87’>_0‘ (8.5)
La solution de Couette (L8.102) reste valable
B ng% - wlR% (CL)Q - wl)RfR% 1
=A - = — - 8.6
W) = At = T T T R (8.6)
La relation (8.3) donne
T ,Ug ,
p=p [ —dr+f(z), (8.7)
R1 r

ou vy est la solution de Couette et f(z) est une fonction indéterminée
de z. Introduisons (8.7) dans (8.5). Il vient

A 1d [ dv.\
e (M) =0 59

Comme f ne dépend que de z et que v, n’est fonction que de r, on a

ﬁ_ li dv, =_C
dz_Mrdr Tdr N ’
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ou C est une constante. On se référera au développement décrit aux
pages L302 et L303 pour l'intégration de v,. Les solutions s’écrivent en
tenant compte des conditions aux limites (8.2)

f(z)=-Cz+ D, (8.9)
C , R:-R? R?InRy — R3In Ry

vy(r) = — |—r°+ Inr + .(8.10

=% [ (R R) n(fy/R) |

Le facteur D est une constante. Le champ de pression est donné par

ro,2
p(r,z) = p/ v—?d’r’ —Cz+D. (8.11)
R T

La pression est connue a une constante pres D, qui donnera la pression
de référence; le gradient de pression —C' agit dans la direction de ’axe
et enfin, le premier terme du second membre de (8.11) équilibre la force
centrifuge du fluide en rotation. Remarquons que la vitesse axiale est
indépendante de la vitesse de rotation des cylindres, tandis que la vitesse
azimutale vy est indépendante du gradient de pression.

Solution 8.4

On se réfere aux coordonnées sphériques (r, 6, @) comme a la figure
L8.20. L’axe de rotation de la sphere a la vitesse angulaire 2 = Qe,,
est I’axe x3. Suite aux symétries du probleme, le champ de vitesse ne
possede qu’une seule composante telle qu’on ait

v =v,(r,0)e, . (8.12)
On résout les équations de Stokes avec les conditions aux limites

v=0 en r=00 (8.13)
v, = QRsinf en r=R. (8.14)

La forme de la condition aux limites (8.14) suggere de rechercher la
solution sous la forme

Vo = QRf(r)singd , p=ps . (8.15)

On vérifie que I’équation de conservation de la masse (LB.30) est trivia-
lement vérifiée par (8.15). Le gradient de pression n’intervient pas dans
(LB.33) par raison de la symétrie axiale (0/0¢ = 0). On a
2f 2

fro2f > _0.

Av, — —2_ = QRsin0 (f”+ LA
.

— 1
r2sin2 0 r2 (8.16)
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La solution en f s’écrit sous la forme f(r) = 31> _ C,r". Ceci donne

f(r)=Cir+ @ (8.17)

Les conditions aux limites (8.13) et (8.14) imposent C; = 0 et Cy = R?,
respectivement. Le champ de vitesse autour de la sphere en rotation est

3
Vp = Qr—Qste@ .

Solution 8.5

Les conditions aux limites sont ici

Vo = Qi Rysinf en =R (8.18)
vy, = Rosing en r=Ry. (8.19)

Les considérations de l’exercice précédent restent valables pour la re-
cherche du profil de vitesse sous la forme (8.15)

v = f(r)sin® , p=ps . (8.20)

On notera qu’on n’utilise plus le facteur 2R puisque maintenant on a
deux rayons et deux vitesses angulaires a prendre en compte. L.’équation
a résoudre est donc

v . 2f"  2f
A'l)w—rzsim—sln9<f +7_T7 O, (821)
dont la solution est écrite telle que
C
fr)=Cir+ 5. (8.22)

L’imposition des conditions aux limites (8.18) et (8.19) donne

. QQR% — Qle{) Q1 Q2

c Cy =
! RE—R} ' T’ RI-R3

—— - RIRS . (8.23)

Solution 8.6

On considere la ligne de courant SA depuis la surface libre S vers
Porifice Or de I'enceinte (voir figure 8.1) et on lui applique le théoréme
de Bernouilli (LL8.223). On a

2
ps + S+PXs—pA+—+pr
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Figure 8.1 Enceinte avec surface libre et orifice.

Par (L8.193), on obtient

23%

_6:B3 ’

et donc xy = gx3 + C. A la surface libre la pression est celle de lair
ambiant ; il en est de méme a l'orifice. Donc ps = pa = Pair. Si on prend
l'origine de I’axe des x3 au niveau de l'orifice, la contribution de py y est
égale a C'. Pour la facilité, on pose C' = 0 , tandis qu’a la surface libre
x3 = h, pxs = pgh. A la surface libre, la vitesse vg est nulle (ceci est
d’autant plus vrai lorsque ’enceinte est grande). On a en posant v4 = v

pgh = gv2 . (8.24)

Ce qui donne bien la relation cherchée, qui est connue comme formule
de Torricelli.

Solution 8.7

A partir des équations de Navier-Stokes (L8.17) en l'absence des
forces de volume et en tenant compte du champ de vitesse de la forme

v = ’U1(Q?2,3§3), Vg = V3 = 0 5 (825)

la seule relation qui donne une contribution non nulle est celle relative
a la composante de vitesse vy. Il vient

0 o d?
B, (2, 2y

0=—
0x1 O:B% 8x§
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ou encore ) )
1 8]9 8 V1 8 U1
it — =C 8.26
pory  0z3 + Ox? ’ (8:26)

puisque p = p(r1) et v1 = vi(z2, T3).
Sur la paroi de lellipse v1 = 0 et donc A+ B =0, dou B = —A.
On peut calculer les dérivées secondes de la vitesse qu’on injecte dans

(8.26). On a
1 1 1 9p
Al s+ 5| =—5—=C
<a2 * 62> w0y ’
dont on tire A et B = —A. On obtient une solution générique, qui devient

particuliere pour un gradient de pression donné.

Solution 8.8

r
OOV NN NN N NN N NN NN NN NN N NN AN AN NN NN NN AN
=

/

/;//////////////////////////////////////

Figure 8.2 Ecoulement entre deux cylindres concentriques, I'un
fixe et 'autre mobile a la vitesse U.

On travaille en coordonnées cylindriques avec I’axe z dans la direction
des axes des deux cylindres (cf. figure 8.2). La seule composante de la
vitesse qui n’est pas nulle est a I’évidence v,. De plus v, = v,(r).

L’écoulement est forcé cinématiquement par le déplacement du cy-

lindre intérieur. Aucun gradient de pression ne participe au mouvement
du fluide.

L’équation (A.34) donne

1d dv,
=0. 2
(r dr) 0 (8.27)

rdr

Intégrant (8.27), il vient

v,=Cilnr+Csy . (8.28)
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Les conditions aux limites sont

v(r=Ry)=U (8.29)
0 (8.30)

Imposant (8.29) et (8.30) & (8.28), on obtient le champ de vitesse

U T

Vy, = ——In — .
Ry
In Vo Ry

La seule composante du tenseur des contraintes non nulle est o,, qui est

égale a
ov, Ov, U 1
rz = = - . 83].
7 H(8r+3z> Mln%r (8:31)

La force de frottement par unité de longueur qui s’exerce sur le cylindre
mobile est donnée par 'intégrale

1
/0 Orz|r=r12nR1dz = QWMIH% )



